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1 Optymalizacja statyczna a optymalizacja dyna-
miczna

1.1 Ekstrema lokalne funkcji wielu zmiennych - statyka

Rozpatrzmy funkcje f : X — R, gdzie X C R” jest zbiorem otwartym, a
n €N:

Definicja 1.1 Mdwimy, ze funkcja f ma w punkcie £ € X minimum (mak-
simum) lokalne wtt., gdy

Ir>0Ve € K(z,r) f(z) < fl) (f(@)= f2),
gdzie K(Z,r) jest otwartq kula o $rodku w T i promieniu 7.

Twierdzenie 1.1 Jezeli funkcja f ma w otoczeniu punktu ¥ € X ciaggle
pochodne czastkowe drugiego rzedu i f'(z) = 0, to*:

e f ma minimum (maksimum) lokalne w T, gdy macierz f"(Z) jest do-
datnio (ujemnie) okreslona,

e [ nie ma ekstremum lokalnego w T, gdy macierz f"(T) jest nieokre-
slona.

Ograniczenia zadane réwnaniami

Definicja 1.2 Niech f,91,92,..-,9m : X — R, gdzie X C R" jest zbiorem
otwartym a n > m. Niech ponadto:

G:[glag%"'agm]T) M:{J‘GXG(JJ):O}

Mowimy, ze funkcja f ma w punkcie T € M minimum (maksimum) lokalne
warunkowe na zbiorze M wit., gdy:

Ir>0Ve e MNK(z,r) f(@)<fl) (f(Z)=f(2))
Ponizej zakladamy, ze funkcje f oraz g; gdziei = 1, ..., m sg rézniczkowalne.

Definicja 1.3 Punkt € M nazywamy punktem regularnym ograniczen
wtt. 1zG'(Z) = m a wiec wiersze macierzy G'(Z) sa liniowo niezalezine.

! Jezeli nieréwnosé jest spelniona dla wszystkich argumentéw = € X, to & nazywamy
minimum (maksimum) globalnym f na X

2Symbol 0 oznacza wektor [0, ...,0]” o wymiarze 1 x n.

3Jezeli nieréwnosé jest spelniona dla kazdego @ € M, to Z nazywamy minimum (mak-
simum) globalnym f na M



Definicja 1.4 Funkcja Lagrange’a dla problemu ekstremum warunkowego
zadanego przez f i G nazywamy funkcje £ : X — R o wartosciach

ZL(x,\) = f(z) +  \TG(x),

gdzie x € X C R" jest wektorem zmiennych, a A € R™ jest wektorem
parametrow (mnoznikéw Lagrange’a).

Twierdzenie 1.2 W problemie zadanym przez rézniczkowalne f, g1, 9o, ..., gm
funkcja f moze miecé ekstremum lokalne na M tylko w takim T, Ze:

e T jest punktem nieregularnym w M,

e T wraz z danym wektorem \ spetnia uktad:

{z’(f,/\) = 0,
G(z) = o

Twierdzenie 1.3 Jesli w problemie na ekstremum warunkowe zadanym przez
f 1 G funkcje f, g1, 92, - - - , gm majq ciggle pochodne czgstkowe drugiego rzedu,
T jest punktem regularnym w M i L' (Z,\) = 0 to:

e f ma minimum (maksimum) lokalne na M, jesli forma kwadratowa
zadana macierzq L (T, \) jest dodatnio (ujemnie) okreslona na C =
KerG'(z),!

e [ nie ma ekstremum lokalnego na M, jesli forma kwadratowa zadana
macierzq L"(z, \) jest nieokreslona na C' = KerG'(z)

Przypomnijmy: C = KerG'(z) = {h € R" : G'(#)h = 0} a dodatnia
(ujemna) okreslonosé £ (z, A) na jadrze C oznacza, ze (Z"(Z, A\)h|h) > (<
)0 dla h e C\ {0}.

Ograniczenia zadane nieréwnos$ciami Rozpatrzmy nastepujace pro-
blem: maxgcx f(x) przy warunkach g;(z) = 0,i = 1,...,m oraz hj(x) <
0,7=1,...,k, gdzie X C R" am,k € N oraz n > k+ m. Zauwazmy, gdy
m = 0 wtedy mamy tylko ograniczenia zadane nieréwnosciami a gdy k =0
wtedy mamy tylko ograniczenia zadane rownaniami. Niech M C R" ozna-
cza zbidr rozwiazan dopuszczalnych, tzn. M = {z € R" g;(x) = 0, hj(x) <
0,i=1,...,m,j=1,...,k}. Zakladamy, ze funkcje f, ¢;,i =1,...,m oraz
hj,j =1,...,k sa rézniczkowalne.

Definicja 1.5 Punkt * € M nazywamy punktem regularnym ograniczen

wtt. gdy ograniczenia, ktdre sq spelnione dla T co do réwnosci sq niezalezne

tzn. gdy wiersze macierzy D = [G'(Z)H'(2)]|7 gdzie G() = [g1(%), 92(Z), - . ., gm(T)]7,
H(z) = [h;(z),V] takich, ze hj(z) =0T sq liniowo niezalezne.

W szczegdlnosci, gdy macierz £ (Z, ) jest dodatnio (ujemnie) okreslona.



Twierdzenie 1.4 (Warunki Kuhn’a-Tucker’a) Niech punkt & € M be-
dzie punktem regularnym ograniczen. Wtedy istniejg mnozniki \; € R)i =
1,...,moraz \j e Ry, j=1,...,k, takie, ze

e dla kazdego l =1,...,n zachodzi:

_ m _ k _
of(z) _ S 09i(x) | S Wgﬁ‘)

oraz

o dla kazdego j =1...,k zachodzi \jh;(z) =0, tzn. \j =0 dla kaZdego
ograniczenia j, ktore mie jest spetnione co do réwnosci.

Twierdzenie 1.5 Niech m = 0 oraz funkcja h; bedzie quasi-wypukta dla
kazdego j. Niech ponadto funkcja f spetnia warunek f'(x1)(ze — z1)T > 0
dla kaZdych xq,x1 takich, ze f(x9) > f(x1). Jezeli T bedacy punktem regu-
larnym ograniczen spetnia warunki Kuhn’'a-Tucker’a wtedy T jest maksimum
globalnym funkcji f na zbiorze M.

Twierdzenie 1.6 Niech zbior M bedzie wypuklty o funkcja f silnie quasi-
wklesta na M, wtedy istnieje jeden punkt x € M rozwigzujgcy problem mak-
symalizacyjny z ograniczeniami.

Przypomnijmy: f jest quasi-wypukta na zbiorze A wtt. Vri, 20 € A oraz
w € [0,1] zachodzi f(pz1 + (1 — p)z2) < max{f(x1), f(z2)}. Funkcja f
jest silnie quasi-wypukla jezeli nier6wnosé jest ostra dla p € (0,1) i kazdych
x1 # x2. Kazda funkcja wypukla jest takze quasi-wypukla. Funkcja f jest
quasi-wklesta gdy funkcja —f jest quasi-wypukla.

1.2 O naturze dynamicznej optymalizacji

Intuicja i przyklady dla podstawowych pojeé:

e funkcjonal,

e zmienne warunki konicowe (pionowa i pozioma linia koricowa, krzywa
konicowa),

e warunek transwersalnosci.

Alternatywne podejscia do dynamicznej optymalizacji:
e rachunek wariacyjny,
e teoria optymalnego sterowania,

e programowanie dynamiczne.



Twierdzenie 1.7 (Zasada Leibniza) Rozwazmy catke oznaczona: 1(z) =
ff F(t,z)dt, gdzie FL(t,x) jest ciaglte na przedziale [a,b] wtedy:

dl b
= = F/(t, x)dt
o [ R

ponadto oznaczajac: J(b,a) = f; F(t,x)dt mamy reguly czastkowe:

oJ

5% F(b,z),
o0J
% = *F(a, .T)

2 Przypadek ciagly - teoria sterowania optymal-
nego

2.1 Najprostszy problem sterowania optymalnego

max V= fOT F(t,y,u)dt,
przy warunkach ¢ = f(t,y,u),

y(0) = A, y(T) swodobne (A,T - dane)
oraz u(t) € U dla wszystkich t € [0,T].

Zakladamy, ze funkcje F' i f sg ciagle i maja ciagle pochodne pierwszego
rzedu wzgledem ¢ i y. Przyjmiemy, iz U = R.
2.2 Hamiltonian i zasada maksimum

Definicja 2.1 Funkcje Hamiltona (hamiltonian) dla problemu (2.1) defi-
niujemy jako:
H(t,y,u,A) = F(t,y,u) + Af(t,y,u),

gdzie A\ jest tzw. zmienng dualna.

Twierdzenie 2.1 (Zasada maksimum) Dla problemu (2.1) warunki za-
sady maksimum sq nastepujgce:

max, H(t,y,u,\) dla kazdego t € [0,T),

Y= %—Ij\(, [réwnanie ruchu dla y]
A= f%—g, [réwnanie ruchu dla A
XNT) = [warunek transwersalnosci).

Twierdzenie 2.2 (Mangasariana) Dla problemu

max, V= fOT F(t,y,u)dt,
przy warunkach y = f(t,y,u),
y(0) =vo (yo,T dane).
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warunki zasady maksimum sq wystarczajgce do globalnej maksymalizacyi V
o ile

e obie funkcje F i f sq rdzniczkowalne i wkleste oraz rozniczkowalne
tacznie wzgledem zmiennych (y,u) oraz

o jesli f jest nieliniowe wzgledem y lub u to dla rozwigzania optymalnego
zachodzi: \(t) > 0 dla kazdego t € [0,T).

Twierdzenie Mangasariana jest szczegélnym przypadkiem twierdzenia Ar-
rowa:

Twierdzenie 2.3 (Arrowa) Niech u* = u*(t,y,u) maksymalizuje hamil-
tonian w kazdej chwili, przy danych wartosciach zmiennej stanu y i zmiennej
dualnej X. Stworzmy zmaksymalizowany hamitlonian:

HO(t,y,u) = F(t,y,u*) + Af(t, y,u*),

dla problemu z poprzedniego twierdzenia warunki zasady maksimum sq wy-
starczajgce na globalng maksymalizacje V, o ile zmaksymalizowany hamilto-
nian HC jest wklesty wzgledem y dla wszystkich t € [0, T) dla danego \.

2.3 Problem z wieloma zmiennymi stanu i zmiennymi steru-

jacymi
max V= f(;TF(t,y17y2,...7U1,U2,...,Um)dt7
przy warunkach — ¢; = f7(t, y1,92,. .., U1, U2, . .., Up),
yi(0) = yjo.  y;(T) =y,
oraz w(tyely (i=1,...m,j=1,...n).

Dla takiego problemu otrzymujemy hamiltonian:
n
H= F(tayl7y2""7ulau2a" 'aum) +Z)\jfj(t,yl,yQ,---,Ul,UQ,- : 'aum)7
j=1
zasada maksimum przybiera postac:

Twierdzenie 2.4 (Zasada maksimum) Dla problemu wielowymiarowego
warunki zasady maksimum sq nastepujace:

max, H(t,y,u, \),

=~y gdzie \T to transpozycja X,
Hip =0 (lub \j(T) = 0) jesli T (lub y;r) jest swobodne,

gdzie y = [yl,yg,...,yn]T, U = [ul,u2,...,um]T I\ = [Al,Ag,...,An}T.



2.4 Alternatywne warunki koncowe

Wréémy do problemu jednowymiarowego (2.1). Dla alternatywnych warun-
kéw koncowych pierwsze trzy warunki zasady maksimum pozostaja niezmie-

nione, zmianie podlega warunek transwersalnoéci:

e ustalony punkt koricowy: y(T') = yr ((T,yr) - dane),

e pozioma linia koricowa: [H]i—r = 0,

YT 2 Ymin, (yT - ymzn))\(T) =0,

(T - Tmaa:)[H]t:T =0.

krzywa koricowa postaci yp = ¢(T): [H — A/}

TZO,

obcigta pionowa linia koicowa (yr > Ymin, T 1 Ymin dane): X\(T') > 0,

obcieta pozioma linia koricowa (7% < Tinez): [H]i=r > 0, T' < Thnaa,

2.5 Dyskontowanie i hamiltonian wartosci biezacej

Gdy funkcja podcatkowa F zawiera czynnik dyskontujacy e ?': F(t,y,u) =
G(t,y,u)e " wtedy hamiltonian mozna przeksztalci¢ do postaci hamilto-

nianu wartosci biezacej:

Definicja 2.2 Hamiltonian wartosci biezacej definiujemy jako:

H.(t,y,u,\) = He” = G(t,y,u) + mf(t,y,u),

gdzie m = e jest tzw. zmienng dualna,.

Twierdzenie 2.5 (Skorygowana zasada maksimum) Dla problemu z czyn-
nikiem dyskontujgcym warunki skorygowanej zasady maksimum sq nastepu-

Jace:
maxy, He(t,y,u, \)

dla kazdego t € [0,T]

= % [réwnanie ruchu dla y
m = —% +pm  [réwnanie ruchu dla \]
m(T)e_pg" =0 [warunek transwersalnosci).

2.6 Zagadnienie z nieskonczonym horyzontem czasowym

Uwaga na zbieznosé calki!! Dalej jak wyzej, zmieniamy tylko warunek trans-

wersalnosci:

lim oo A(t) > 0 oraz limy—o0 A()[Y(£) — Ymin] = 0,

[dla swobodnego stanu koricowego]
[dla ograniczonego stanu koricowego].



3 Przypadek dyskretny - programowanie dynamiczne

3.1 Nieskonczony horyzont

Rozpatrzmy problem®:

(SP) MaX(z, 1), Z?io /BtF(xta xtJrl)
PW. Tty1 € F(xt),t =0,1...,
i danym zg € X.

Zauwazmy, ze:

Twierdzenie 3.1 Weimy f: X - R orazg: X XY — R. Przyjmijmy, Ze
maxyey{g(z,y)} oraz maxg {f(z) + g(z,y)} istniejq wtedy:

r(r;if)({f(x) +9(z,y)} = max{f(z) + man{g(w, Y)}H

Zadanemu problemowi (SP) optymalizacyjnemu odpowiada réwnanie funk-
cyjne postaci:

(FE) V(z) = maxyer@{F(z,y) + 6V (y)}, Ve € X.

Niech II(zg) = {(z¢)2g : 141 € I'(xy),t = 0,1,...} oznacza zbidér planéw
dostepnych z z9 a z = (xg,x1,...) oznacza element zbioru II(xg). Przyj-
miemy nastepujace zalozenie:

Zalozenie 3.1 Zbior wartosci I'(x) jest niepusty dla kazdego x € X. Dla
kazdego x¢ i x € Il(x¢) granica limy, oo > o B*F (x4, 2441) istnieje.

Dla kazdego n € N niech u, : II(zg) — R bedzie zadana wzorem: wu,(z) =
S o B F (2, w41) aw: I(zg) — R bedzie zadane: u(z) = limy, o0 un(2).
Niech V*(z0) = max,ery(zy) w(x)-

Twierdzenie 3.2 Niech X,I', F, 0 spetniajg zatozenie 3.1 wtedy funkcja V*
spetnia (FE).

Twierdzenie 3.3 Niech X,T', F, 3 spelniajq zaltozZenie 3.1 a funkcja V' spel-
nia (FE) orazlimy, . "V (x,) = 0 dla kazdego x € T1(xg) i kaZdego o € X
wtedy V = V*.

Twierdzenie 3.4 Niech X,T', F, 3 spelniajq zatozenie 3.1 a plan * € II(x¢)
osiaga maksimum (SP) dla danego xo. Wtedy

Vi (xg) = Fay, w34q) + BV (244), VE. (3.1)

Twierdzenie 3.5 Niech X,T', F, 3 spelniajq zatozenie 3.1 a plan * € I1(x¢)
spetnia réwnanie (3.1) i warunek limmax; o, f"V*(x;) < 0. Wtedy z*
osiaga maksimum w (SP) dla danego .

Dla uproszczenia zakladamy, ze maksimum tego problemu istnieje.



3.2 Twierdzenie o obwiedni

Twierdzenie 3.6 WeZmy funkcje f(x,a) rézniczkowalng po x i o oraz za-
toimy, ze dla kazdego «v istnieje max,{f(x,a)} wtedy:

d

2 F(a) = (a(a),a),

gdzie F(a) = max,{f(z,a)} aT(a) = argmax,{f(z,a)} sq rézniczkowalne.

3.3 Schemat

Schemat:

e maksymalizacja ,prawej strony” rownania Belmanna po zmiennej ste-
rujacej,

e stosujemy twierdzenie o obwiedni dla réwnania Belmanna i zmiennej
stanu,

e zapisujemy réwnanie Eulera,
e dodajemy warunek transwersalnosci,

e rozwiazujemy.

3.4 Skonczony horyzont

Funkcja celu dla skoriczonego horyzontu: Ztho BEF (2, 200 1)+BT T Pr 1 (2 41).

Definicja 3.1 Funkcja wartosci Vy(xz;) nazywamy odwzorowanie przypo-
rzgdkowujgce kazdemu stanowi maksymalng moZliwg do osiqgniecia wyplate:

T
max {Z BT Fy(we, w4 + 5T+1_TFT+1(!ET+1)} :

T+1
(zer1) 2 =

Zinterpretuj: Vp(zo) 1 Vpg1(xryr).

Twierdzenie 3.7 Rownanie Belmanna dla problemu ze skoriczonym hory-
zontem:

Vi(ey) = max  {Fy(x, x41) + BVig1(xe41) } -
Ti41 €T (xe)

Pamietajmy o warunku transwersalnosci: Vipiq(xey1) = 0.
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