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1 Optymalizacja statyczna a optymalizacja dyna-
miczna

1.1 Ekstrema lokalne funkcji wielu zmiennych - statyka

Rozpatrzmy funkcj ↪e f : X → R, gdzie X ⊂ Rn jest zbiorem otwartym, a
n ∈ N:

Definicja 1.1 Mówimy, że funkcja f ma w punkcie x̄ ∈ X minimum (mak-
simum) lokalne wtt., gdy

∃r > 0∀x ∈ K(x̄, r) f(x̄) ≤ f(x) (f(x̄) ≥ f(x))1,

gdzie K(x̄, r) jest otwart ↪a kul ↪a o środku w x̄ i promieniu r.

Twierdzenie 1.1 Jeżeli funkcja f ma w otoczeniu punktu x̄ ∈ X ci ↪ag le
pochodne cz ↪astkowe drugiego rz ↪edu i f ′(x̄) = 0, to2:

• f ma minimum (maksimum) lokalne w x̄, gdy macierz f ′′(x̄) jest do-
datnio (ujemnie) określona,

• f nie ma ekstremum lokalnego w x̄, gdy macierz f ′′(x̄) jest nieokre-
ślona.

Ograniczenia zadane równaniami

Definicja 1.2 Niech f, g1, g2, . . . , gm : X → R, gdzie X ⊂ Rn jest zbiorem
otwartym a n > m. Niech ponadto:

G = [g1, g2, . . . , gm]T , M = {x ∈ X : G(x) = 0}.

Mówimy, że funkcja f ma w punkcie x̄ ∈ M minimum (maksimum) lokalne
warunkowe na zbiorze M wtt., gdy:

∃r > 0∀x ∈ M ∩K(x̄, r) f(x̄) ≤ f(x) (f(x̄) ≥ f(x))3.

Poniżej zak ladamy, że funkcje f oraz gi gdzie i = 1, . . . ,m s ↪a różniczkowalne.

Definicja 1.3 Punkt x̄ ∈ M nazywamy punktem regularnym ograniczeń
wtt. rz G′(x̄) = m a wi ↪ec wiersze macierzy G′(x̄) s ↪a liniowo niezależne.

1Jeżeli nierówność jest spe lniona dla wszystkich argumentów x ∈ X, to x̄ nazywamy
minimum (maksimum) globalnym f na X

2Symbol 0 oznacza wektor [0, . . . , 0]T o wymiarze 1× n.
3Jeżeli nierówność jest spe lniona dla każdego x ∈ M , to x̄ nazywamy minimum (mak-

simum) globalnym f na M
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Definicja 1.4 Funkcj ↪a Lagrange’a dla problemu ekstremum warunkowego
zadanego przez f i G nazywamy funkcj ↪e L : X → R o wartościach

L (x, λ) = f(x) + λT G(x),

gdzie x ∈ X ⊂ Rn jest wektorem zmiennych, a λ ∈ Rm jest wektorem
parametrów (mnożników Lagrange’a).

Twierdzenie 1.2 W problemie zadanym przez różniczkowalne f, g1, g2, . . . , gm

funkcja f może mieć ekstremum lokalne na M tylko w takim x̄, że:

• x̄ jest punktem nieregularnym w M ,

• x̄ wraz z danym wektorem λ̄ spe lnia uk lad:{
L ′(x̄, λ̄) = 0,
G(x̄) = 0.

Twierdzenie 1.3 Jeśli w problemie na ekstremum warunkowe zadanym przez
f i G funkcje f, g1, g2, . . . , gm maj ↪a ci ↪ag le pochodne cz ↪astkowe drugiego rz ↪edu,
x̄ jest punktem regularnym w M i L ′(x̄, λ̄) = 0 to:

• f ma minimum (maksimum) lokalne na M , jeśli forma kwadratowa
zadana macierz ↪a L ′′(x̄, λ̄) jest dodatnio (ujemnie) określona na C =
Ker G′(x̄),4

• f nie ma ekstremum lokalnego na M , jeśli forma kwadratowa zadana
macierz ↪a L ′′(x̄, λ̄) jest nieokreślona na C = Ker G′(x̄)

Przypomnijmy: C = Ker G′(x̄) = {h ∈ Rn : G′(x̄)h = 0} a dodatnia
(ujemna) określoność L ′′(x̄, λ̄) na j ↪adrze C oznacza, że (L ′′(x̄, λ̄)h|h) > (<
)0 dla h ∈ C \ {0}.

Ograniczenia zadane nierównościami Rozpatrzmy nast ↪epuj ↪ace pro-
blem: maxx∈X f(x) przy warunkach gi(x) = 0, i = 1, . . . ,m oraz hj(x) ≤
0, j = 1, . . . , k, gdzie X ⊂ Rn a m, k ∈ N oraz n ≥ k + m. Zauważmy, gdy
m = 0 wtedy mamy tylko ograniczenia zadane nierównościami a gdy k = 0
wtedy mamy tylko ograniczenia zadane równaniami. Niech M ⊂ Rn ozna-
cza zbiór rozwi ↪azań dopuszczalnych, tzn. M = {x ∈ Rn gi(x) = 0, hj(x) ≤
0, i = 1, . . . ,m, j = 1, . . . , k}. Zak ladamy, że funkcje f , gi, i = 1, . . . ,m oraz
hj , j = 1, . . . , k s ↪a różniczkowalne.

Definicja 1.5 Punkt x̄ ∈ M nazywamy punktem regularnym ograniczeń
wtt. gdy ograniczenia, które s ↪a spe lnione dla x̄ co do równości s ↪a niezależne
tzn. gdy wiersze macierzy D = [G′(x̄)H ′(x̄)]T gdzie G(x̄) = [g1(x̄), g2(x̄), . . . , gm(x̄)]T ,
H(x̄) = [hj(x̄),∀j takich, że hj(x̄) = 0]T s ↪a liniowo niezależne.

4W szczególności, gdy macierz L ′′(x̄, λ̄) jest dodatnio (ujemnie) określona.
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Twierdzenie 1.4 (Warunki Kuhn’a-Tucker’a) Niech punkt x̄ ∈ M b ↪e-
dzie punktem regularnym ograniczeń. Wtedy istniej ↪a mnożniki λi ∈ R, i =
1, . . . ,m oraz λj ∈ R+, j = 1, . . . , k, takie, że

• dla każdego l = 1, . . . , n zachodzi:

∂f(x̄)
∂xl

=
m∑

i=1

λi
∂gi(x̄)
∂xl

+
k∑

j=1

λj
∂hj(x̄)

∂xl
,

oraz

• dla każdego j = 1 . . . , k zachodzi λjhj(x̄) = 0, tzn. λj = 0 dla każdego
ograniczenia j, które nie jest spe lnione co do równości.

Twierdzenie 1.5 Niech m = 0 oraz funkcja hj b ↪edzie quasi-wypuk la dla
każdego j. Niech ponadto funkcja f spe lnia warunek f ′(x1)(x2 − x1)T > 0
dla każdych x2, x1 takich, że f(x2) > f(x1). Jeżeli x̄ b ↪ed ↪acy punktem regu-
larnym ograniczeń spe lnia warunki Kuhn’a-Tucker’a wtedy x̄ jest maksimum
globalnym funkcji f na zbiorze M .

Twierdzenie 1.6 Niech zbiór M b ↪edzie wypuk ly a funkcja f silnie quasi-
wkl ↪es la na M , wtedy istnieje jeden punkt x̄ ∈ M rozwi ↪azuj ↪acy problem mak-
symalizacyjny z ograniczeniami.

Przypomnijmy: f jest quasi-wypuk la na zbiorze A wtt. ∀x1, x2 ∈ A oraz
µ ∈ [0, 1] zachodzi f(µx1 + (1 − µ)x2) ≤ max{f(x1), f(x2)}. Funkcja f
jest silnie quasi-wypuk la jeżeli nierówność jest ostra dla µ ∈ (0, 1) i każdych
x1 6= x2. Każda funkcja wypuk la jest także quasi-wypuk la. Funkcja f jest
quasi-wkl ↪es la gdy funkcja −f jest quasi-wypuk la.

1.2 O naturze dynamicznej optymalizacji

Intuicja i przyk lady dla podstawowych poj ↪eć:

• funkcjona l,

• zmienne warunki końcowe (pionowa i pozioma linia końcowa, krzywa
końcowa),

• warunek transwersalności.

Alternatywne podej́scia do dynamicznej optymalizacji:

• rachunek wariacyjny,

• teoria optymalnego sterowania,

• programowanie dynamiczne.
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Twierdzenie 1.7 (Zasada Leibniza) Rozważmy ca lk ↪e oznaczon ↪a: I(x) ≡∫ b
a F (t, x)dt, gdzie F ′

x(t, x) jest ci ↪ag le na przedziale [a, b] wtedy:

dI

dx
=

∫ b

a
F ′

x(t, x)dt,

ponadto oznaczaj ↪ac: J(b, a) ≡
∫ b
a F (t, x)dt mamy regu ly cz ↪astkowe:

∂J

∂b
= F (b, x),

∂J

∂a
= −F (a, x).

2 Przypadek ci
↪
ag ly - teoria sterowania optymal-

nego

2.1 Najprostszy problem sterowania optymalnego

max V =
∫ T
0 F (t, y, u)dt,

przy warunkach ẏ = f(t, y, u),
y(0) = A, y(T ) swodobne (A,T - dane)

oraz u(t) ∈ U dla wszystkich t ∈ [0, T ].

Zak ladamy, że funkcje F i f s ↪a ci ↪ag le i maj ↪a ci ↪ag le pochodne pierwszego
rz ↪edu wzgl ↪edem t i y. Przyjmiemy, iż U = R.

2.2 Hamiltonian i zasada maksimum

Definicja 2.1 Funkcj ↪e Hamiltona (hamiltonian) dla problemu (2.1) defi-
niujemy jako:

H(t, y, u, λ) ≡ F (t, y, u) + λf(t, y, u),

gdzie λ jest tzw. zmienn ↪a dualn ↪a.

Twierdzenie 2.1 (Zasada maksimum) Dla problemu (2.1) warunki za-
sady maksimum s ↪a nast ↪epuj ↪ace:

maxu H(t, y, u, λ) dla każdego t ∈ [0, T ],
ẏ = ∂H

∂λ , [równanie ruchu dla y]
λ̇ = −∂H

∂y , [równanie ruchu dla λ]
λ(T ) = 0 [warunek transwersalności].

Twierdzenie 2.2 (Mangasariana) Dla problemu

maxu V =
∫ T
0 F (t, y, u)dt,

przy warunkach ẏ = f(t, y, u),
y(0) = y0 (y0, T dane).
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warunki zasady maksimum s ↪a wystarczaj ↪ace do globalnej maksymalizacji V
o ile

• obie funkcje F i f s ↪a różniczkowalne i wkl ↪es le oraz różniczkowalne
 l ↪acznie wzgl ↪edem zmiennych (y, u) oraz

• jeśli f jest nieliniowe wzgl ↪edem y lub u to dla rozwi ↪azania optymalnego
zachodzi: λ(t) ≥ 0 dla każdego t ∈ [0, T ].

Twierdzenie Mangasariana jest szczególnym przypadkiem twierdzenia Ar-
rowa:

Twierdzenie 2.3 (Arrowa) Niech u∗ = u∗(t, y, u) maksymalizuje hamil-
tonian w każdej chwili, przy danych wartościach zmiennej stanu y i zmiennej
dualnej λ. Stwórzmy zmaksymalizowany hamitlonian:

H0(t, y, u) = F (t, y, u∗) + λf(t, y, u∗),

dla problemu z poprzedniego twierdzenia warunki zasady maksimum s ↪a wy-
starczaj ↪ace na globaln ↪a maksymalizacj ↪e V , o ile zmaksymalizowany hamilto-
nian H0 jest wkl ↪es ly wzgl ↪edem y dla wszystkich t ∈ [0, T ] dla danego λ.

2.3 Problem z wieloma zmiennymi stanu i zmiennymi steru-
j

↪
acymi

max V =
∫ T
0 F (t, y1, y2, . . . , u1, u2, . . . , um)dt,

przy warunkach ẏj = f j(t, y1, y2, . . . , u1, u2, . . . , um),
yj(0) = yj0, yj(T ) = yjT ,

oraz ui(t) ∈ Ui (i = 1, . . . m, j = 1, . . . n).

Dla takiego problemu otrzymujemy hamiltonian:

H ≡ F (t, y1, y2, . . . , u1, u2, . . . , um) +
n∑

j=1

λjf
j(t, y1, y2, . . . , u1, u2, . . . , um),

zasada maksimum przybiera postać:

Twierdzenie 2.4 (Zasada maksimum) Dla problemu wielowymiarowego
warunki zasady maksimum s ↪a nast ↪epuj ↪ace:

maxu H(t, y, u, λ),
ẏ = ∂H

∂λT ,

λ̇T = −∂H
∂y gdzie λ̇T to transpozycja λ̇,

Ht=T = 0 (lub λj(T ) = 0) jeśli T (lub yjT ) jest swobodne,

gdzie y = [y1, y2, . . . , yn]T , u = [u1, u2, . . . , um]T i λ = [λ1, λ2, . . . , λn]T .
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2.4 Alternatywne warunki końcowe

Wróćmy do problemu jednowymiarowego (2.1). Dla alternatywnych warun-
ków końcowych pierwsze trzy warunki zasady maksimum pozostaj ↪a niezmie-
nione, zmianie podlega warunek transwersalności:

• ustalony punkt końcowy: y(T ) = yT ((T, yT ) - dane),

• pozioma linia końcowa: [H]t=T = 0,

• krzywa końcowa postaci yT = φ(T ): [H − λφ′]t=T = 0,

• obci ↪eta pionowa linia końcowa (yT ≥ ymin, T i ymin dane): λ(T ) ≥ 0,
yT ≥ ymin, (yT − ymin)λ(T ) = 0,

• obci ↪eta pozioma linia końcowa (T ∗ ≤ Tmax): [H]t=T ≥ 0, T ≤ Tmax,
(T − Tmax)[H]t=T = 0.

2.5 Dyskontowanie i hamiltonian wartości bież
↪
acej

Gdy funkcja podca lkowa F zawiera czynnik dyskontuj ↪acy e−ρt: F (t, y, u) =
G(t, y, u)e−ρt wtedy hamiltonian można przekszta lcić do postaci hamilto-
nianu wartości bież ↪acej:

Definicja 2.2 Hamiltonian wartości bież ↪acej definiujemy jako:

Hc(t, y, u, λ) ≡ Heρt = G(t, y, u) + mf(t, y, u),

gdzie m = λeρt jest tzw. zmienn ↪a dualn ↪a.

Twierdzenie 2.5 (Skorygowana zasada maksimum) Dla problemu z czyn-
nikiem dyskontuj ↪acym warunki skorygowanej zasady maksimum s ↪a nast ↪epu-
j ↪ace:

maxu Hc(t, y, u, λ) dla każdego t ∈ [0, T ]
ẏ = ∂Hc

∂m [równanie ruchu dla y]
ṁ = −∂Hc

∂y + ρm [równanie ruchu dla λ]
m(T )e−ρT = 0 [warunek transwersalności].

2.6 Zagadnienie z nieskończonym horyzontem czasowym

Uwaga na zbieżność ca lki!! Dalej jak wyżej, zmieniamy tylko warunek trans-
wersalności:

limt→∞ λ(t) = 0, [dla swobodnego stanu końcowego]
limt→∞ λ(t) ≥ 0 oraz limt→∞ λ(t)[y(t)− ymin] = 0, [dla ograniczonego stanu końcowego].
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3 Przypadek dyskretny - programowanie dynamiczne

3.1 Nieskończony horyzont

Rozpatrzmy problem5:

(SP) max(xt+1)∞t=0

∑∞
t=0 βtF (xt, xt+1)

p.w. xt+1 ∈ Γ(xt), t = 0, 1 . . . ,
i danym x0 ∈ X.

Zauważmy, że:

Twierdzenie 3.1 Weźmy f : X → R oraz g : X × Y → R. Przyjmijmy, że
maxy∈Y {g(x, y)} oraz max(x,y){f(x) + g(x, y)} istniej ↪a wtedy:

max
(x,y)

{f(x) + g(x, y)} = max
x
{f(x) + max

y
{g(x, y)}}.

Zadanemu problemowi (SP) optymalizacyjnemu odpowiada równanie funk-
cyjne postaci:

(FE) V (x) = maxy∈Γ(x){F (x, y) + βV (y)},∀x ∈ X.

Niech Π(x0) = {(xt)∞t=0 : xt+1 ∈ Γ(xt), t = 0, 1, . . .} oznacza zbiór planów
dost ↪epnych z x0 a x = (x0, x1, . . .) oznacza element zbioru Π(x0). Przyj-
miemy nast ↪epuj ↪ace za lożenie:

Za lożenie 3.1 Zbiór wartości Γ(x) jest niepusty dla każdego x ∈ X. Dla
każdego x0 i x ∈ Π(x0) granica limn→∞

∑n
t=0 βtF (xt, xt+1) istnieje.

Dla każdego n ∈ N niech un : Π(x0) → R b ↪edzie zadana wzorem: un(x) =∑n
t=0 βtF (xt, xt+1) a u : Π(x0) → R b ↪edzie zadane: u(x) = limn→∞ un(x).

Niech V ∗(x0) = maxx∈Π(x0) u(x).

Twierdzenie 3.2 Niech X, Γ, F, β spe lniaj ↪a za lożenie 3.1 wtedy funkcja V ∗

spe lnia (FE).

Twierdzenie 3.3 Niech X, Γ, F, β spe lniaj ↪a za lożenie 3.1 a funkcja V spe l-
nia (FE) oraz limn→∞ βnV (xn) = 0 dla każdego x ∈ Π(x0) i każdego x0 ∈ X
wtedy V = V ∗.

Twierdzenie 3.4 Niech X, Γ, F, β spe lniaj ↪a za lożenie 3.1 a plan x̄∗ ∈ Π(x0)
osi ↪aga maksimum (SP) dla danego x0. Wtedy

V ∗(x∗0) = F (x∗t , x
∗
t+1) + βV ∗(x∗t+1),∀t. (3.1)

Twierdzenie 3.5 Niech X, Γ, F, β spe lniaj ↪a za lożenie 3.1 a plan x̄∗ ∈ Π(x0)
spe lnia równanie (3.1) i warunek lim maxt→∞ βnV ∗(x∗t ) ≤ 0. Wtedy x∗

osi ↪aga maksimum w (SP ) dla danego x0.
5Dla uproszczenia zak ladamy, że maksimum tego problemu istnieje.
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3.2 Twierdzenie o obwiedni

Twierdzenie 3.6 Weźmy funkcj ↪e f(x, α) różniczkowaln ↪a po x i α oraz za-
 lóżmy, że dla każdego α istnieje maxx{f(x, α)} wtedy:

d

dα
F (α) = f2(x̄(α), α),

gdzie F (α) ≡ maxx{f(x, α)} a x̄(α) ≡ arg maxx{f(x, α)} s ↪a różniczkowalne.

3.3 Schemat

Schemat:

• maksymalizacja ”prawej strony” równania Belmanna po zmiennej ste-
ruj ↪acej,

• stosujemy twierdzenie o obwiedni dla równania Belmanna i zmiennej
stanu,

• zapisujemy równanie Eulera,

• dodajemy warunek transwersalności,

• rozwi ↪azujemy.

3.4 Skończony horyzont

Funkcja celu dla skończonego horyzontu:
∑T

t=0 βtFt(xt, xt+1)+βT+1FT+1(xT+1).

Definicja 3.1 Funkcj ↪a wartości Vτ (xτ ) nazywamy odwzorowanie przypo-
rz ↪adkowuj ↪ace każdemu stanowi maksymaln ↪a możliw ↪a do osi ↪agni ↪ecia wyp lat ↪e:

max
(xt+1)T+1

t=τ

{
T∑

t=τ

βt−τFt(xt, xt+1) + βT+1−τFT+1(xT+1)

}
.

Zinterpretuj: V0(x0) i VT+1(xT+1).

Twierdzenie 3.7 Równanie Belmanna dla problemu ze skończonym hory-
zontem:

Vt(xt) = max
xt+1∈Γ(xt)

{Ft(xt, xt+1) + βVt+1(xt+1)} .

Pami ↪etajmy o warunku transwersalności: VT+1(xt+1) = 0.
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