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Zadania nr 6 do MATEMATYKI 75. Ekstrema lokalne funkcji dwóch zmiennych

1. Narysowa¢ warstwice funkcji f dla podanych warto±ci c:
a) f(x, y) = 2x + 5; c = −1, c = 1, c = 3;
b) f(x, y) = −3x + y + 7; c =0, c = 2, c = −2;
c) f(x, y) = x2 + y2 − 1; c = −3, c = −1, c = 3, c = 8;
d) f(x, y) = ex2+y2−2x+4y; c = 1, c = e, c = 1

e3 ;
e) f(x, y) = x+y

x−y
, dla x 6= y; c = 1, c = 0, c = −2;

f) f(x, y) = ye−x + 3; c = −1, c = 3, c = 4;
g) f(x, y) = |x + 3|+ |y − 1|; c ≥ 0;
h) f(x, y) = max{|x| , |y|}; c ≥ 0;
i) f(x, y) = ln(1−x+y

x2+y2 ), dla 0<x− y < 1; c ≥ 0.

2. Wyznaczy¢, korzystaj¡c z warstwic, najmniejsz¡ i najwi¦ksz¡ warto±¢ funkcji f na zbiorze X,
je±li:

a) f(x, y) = ln(x2 + y2 + 1), X = {(x, y) ∈ R2 : 2 |x|+ |y| ≤ 2};
b) f(x, y) = x− y, X = {(x, y) ∈ R2 : (x− 1)2 + (y + 1)2 ≤ 1};
c) f(x, y) = x2 − 2xy + y2, X = {(x, y) ∈ R2 : |x|+ |y| ≤ 4}.

3. Sprawdzi¢, czy funkcja f(x, y) = 3x3 + 3x2y − y3 − 15x ma ekstrema lokalne
w punktach P1(1,−1), P2(1, 1), P3(

√
5,−
√

5).

4. Wyznaczy¢ (o ile istniej¡) ekstrema lokalne funkcji:
a) f(x, y) = 4x2 + y2 + 10x− 8y − 5;
b) f(x, y) = 3x2 + 3xy − y2 − 15x;
c*) f(x, y) = x3 + 3xy2 − 6xy;
d) f(x, y) = x4 + y4 − 2x2 + 4xy − 2y2;
e) f(x, y) = x2 + y4 − 2xy + 1;
f) f(x, y) = x3 + y3 − 3axy + 2;
g) f(x, y) = x3 + y2 − 6xy − 48x;
h) f(x, y) = 4xy + 1

x
+ 1

y
;

i) f(x, y) = 1−
√

x2 + y2 ;
j) f(x, y) = (1 + ex) cos y − xex;
k*) f(x, y) = xy ln(x2 + y2), gdzie (x, y) 6= (0, 0).

5. Liczb¦ a > 0 zapisa¢ w postaci sumy 3 liczb, których iloczyn jest maksymalny.

6. Firma produkuje dwa wyroby w warunkach doskonaªej konkurencji. Ceny produkowanych
wyrobów wynosz¡ odpowiednio P1 i P2. Oznaczmy przez Q1 i Q2 poziomy produkcji wyrobu
pierwszego i drugiego. Zakªadamy, »e funkcja kosztów caªkowitych rozwa»anej �rmy ma posta¢
C(Q1, Q2) = Q2

1 + Q1Q2 + Q2
2. Wyznaczy¢ poziomy produkcji przy których zysk �rmy jest

maksymalny.

7. Zaªó»my, »e �rma rozwa»ana w poprzednim zadaniu jest teraz monopolist¡ na rynku. Oznacza
to, »e ceny obu produktów zale»¡ od wielko±ci produkcji. Przyjmujemy, »e funkcje popytu z
jakimi styka si¦ monopolista s¡ nast¦puj¡ce:

Q1(P1, P2) = 40− 2P1 + P2, Q2(P1, P2) = 15 + P1 − P2.
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Funkcja kosztów caªkowitych jest taka sama jak poprzednio. Wyznaczy¢ poziomy produkcji
maksymalizuj¡ce zysk �rmy.

8. Wyznaczy¢ i zinterpretowa¢ elastyczno±ci cz¡stkowe funkcji w podanych punktach:
a) f(x, y) = 5x + 2y + 3, P (4, 10);
b) f(x, y) = x ln y, P (2, e);
c) f(x, y) = 9K1/4L3/4, P (k, l).

9. Oszacowana funkcja produkcji przedsi¦biorstwa ma posta¢

Y = 6K3/2L1/2,

gdzie Y oznacza wielko±¢ produkcji, K � warto±¢ maj¡tku produkcyjnego, L � zatrudnienie.
W pewnym okresie otrzymano warto±ci: K=50, L=400.
a) Jaka byªa w tym okresie elastyczno±¢ produkcji przedsi¦biorstwa wzgl¦dem: 1) maj¡tku

produkcyjnego? 2) zatrudnienia?
b) Planuje si¦ na koniec okresu zmniejszenie zatrudnienia o 10%. Jaki wzrost maj¡tku

produkcyjnego pozwoliªby utrzyma¢ wielko±¢ produkcji na niezmienionym poziomie?

10. Popyt zewn¦trzny na eksport (X) zale»y od dochodu za granic¡ (Y ) i ±redniego poziomu
cen (P ):

X = Y 1/2 + P−2.

Znale¹¢ elastyczno±¢ cz¡stkow¡ zagranicznego popytu na eksport wzgl¦dem poziomu cen.


