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1 Rzutowanie

Wektor reszt empirycznych dany jest wzorem:

e=y—Xp (1)
podstawiajac 5 = (X’X) ! X'y otrzymujemy:

e=y— (XX) "Xy = (I- (X'X)"'X')y = My (2)

Macierz My xn jest symetryczna:

M = (I-XXX)'X) =
=T - (X(XX)'X) = (3)
=I-X(X'X)'X' =M
oraz idempotentna (tzn. pomnozona przez sama siebie daje w wyniku sama
siebie):
MM = (T- X (X'X) ' X') (I- X (X'X) ' X') =

=T 2X (X'X) ' X+ X (X'X) 1 X/ = (4)
—I-XX'X)'X' =M

Macierz M mozna traktowaé jako macierz, ktéra przez wetkor y daje wektor
reszt empirycznych z regresji y wzgledem X. Ponadto zachodzi nastepujaca
zaleznos¢:

MX =0 (5)

Jedna z interpretacji tego wyniku jest fakt, ze regresja X wzgledem X
da zerowy wektor reszt. Wartosci otrzymane w wyniku regresji mozna zde-
komponowaé na wartosci obserwowane oraz reszty empiryczne:

y=y—-e=y-My=(I-M)y=Py (6)
gdzie:
P-I-M=X(XX)'X (7)

Macierz P jest macierza projekcji (inaczej rzutowania) wektora y na
podprzestrzen rozpieta przez X. P jest macierza skonstruowana z macierzy
X taka, ze po przemnozeniu przez y daje w wyniku wartosci regresji y
wzgledem X. Podobnie jak MP jest symetryczna i idempotentna:

P = (X(X/X)—IX/)/ _
- (xxx)'x) =p 8)



PP = gx (X'X) 7 X) (X (X'X) X =

= (XX'X)'X)=P
Macierze M i P sa ortogonalne:
PM=MP=0 (10)
PM= P(I-P)=P-P2 =P-P=0 (11)
MP= MI-M)=M-M2 =M-M=0 (12)
Ponadto:
PX =X, (13)

co ttumaczy sie tym, ze rzut X na podprzestrzen rozpieta przez X daje X.
Naturalna konsekwencja (2) i (7) jest stwierdzenie, ze MNK dzieli y na
dwie ortogonalne czedci:

y = Py + My = rzut + reszty (14)

2 Twierdzenie Frischa-Waugha

Zalbézmy, ze dokonujemy regresji y wzgledem dwoch zbioréw zmien-
DyCh - Xl i Xg:
y =Xp+¢e=X101+ Xaf2 +¢. (15)

Jaka jest algebraiczna posta¢ estymatora 52 parametru G277 Rownania
normalne dla (15) mozna zapisa¢ w nastepujacy sposéb:

XX XX ] [ 5:1 ] _ [ X1y ] (16)

i

| XX XoXo || B2 X3y
X)X161 + X)X = Xiy
X1X161 = Xy —X(X20
G = (Xllxl)il X1 (Y - X252) (17)

Wynik ten pokazuje, ze Bl mozna otrzymac¢ dokonujac regresji reszt z regresji
y wzgledem X9 wzgledem X;. Warto zwréci¢ uwage na pewien ciekawy fakt.
Jesli X1 Xo =0 (czyli X7 i X2 sa ortogonalne), wtedy 1 sie redukuje do:

A= (X4Xq) T Xay (18)

W takim przypadku B jest wektorem parametréw regresji y wzgledem Xj.
Prowadzi to do nastepujacego twierdzenia:



Twierdzenie 2.1 (Orthogonal Partitioned Regression) W regresji wielora-
kiej y wzgledem dwoch zbioréw zmiennych — Xq ¢ Xo, jesli te dwa zbiory sq
ortogonalne, to ,,osobne” wektory wspélczynnikow mozna otrzymac w wyniku
Losobnych” regresji y wzgledem Xy 1y wzgledem Xa.

Podstawienie (17) do (15) daje nastepujacy wynik:

(X5X1) (X4Xa) ' X (y — Xafz) + X5 X505 = Xby

X [1- Xy (XiX1) ' X)| Xafa = X5 [1-X (XiXa) ' XS]y
XoMiXaf, = XjMyy
Fr = (XpMi1Xa) ' XpMyy (19)

Korzystajac z faktu, ze My jest idempotentna i symetryczna oraz podsta-
wiajac X5 = M;1Xs i y* = My otrzymujemy:

A p -1
B2 = (X5X3)  Xpy' (20)
Wynik ten ma zasadnicze znaczenie w analizie regres;ji.

Twierdzenie 2.2 (Frisch-Waugh [1933]) W regresji MNK wektora'y wzgle-
dem dwoch zbiorow zmiennych X1 © Xo podwektor 32 jest zbiorem wspdl-
czynnikow otrzymanych z regresji reszt z regresji 'y wzgledem X1 wzgledem
zbioru reszt pochodzgcych z regresji kazdej kolumny Xo wzgledem X .

3 Przyklad liczbowy

Ponizej przyklad liczbowy pokazujacy, ze powyzsze twierdzenie napraw-
de ,dziata”.

W przyktadzie wykorzystano dane z podrecznika Ramathana dotaczone
do pakietu Gretl' dotyczace kosztéw naprawy pojazdéw w serwisach Toyoty.

Regresja zmiennej cost wzgledem pozostatych daje nastepujace wyniki:

cost = 26, 1888 + 28, 0163 age — 154, 635 miles
(0,229) (10,094) (=7,475)
T =57 R>=0,9492 F(2,54) =523,8 & =259,55
(statystyka t w nawiasach)
Nastepnie oszacujemy parametr przy zmiennej miles (wyttuszczony) zgod-

nie z metoda z twierdzenia Frischa-Waugha. Pierwszy krok polega na oszaco-
waniu rownania regresji cost wzgledem statej i zmiennej age. Wynik obliczen
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przedstawia sie nastepujaco:
cost = —625,935 + 7, 34348 age
(—6,010) (22,281)
T =57 R*>=0,8985 F(1,55)=496,46 & = 366,85
(statystyka t w nawiasach)

Reszty z tego réwnania zapisujemy jako zmienna uhat2.
W kolejnym kroku szacujemy regresje zmiennej miles wzgledem statej
i zmiennej age:
miles = 4, 21719 + 0, 133688 age
(8,781) (87,961)
T =57 R*>=0,9928 F(1,55)="7737,2 & =1,6917

(statystyka t w nawiasach)

Reszty z tego réwnania zapisujemy jako zmienna uhat3.
Ostatnim etapem tego ¢wiczenia jest oszacowanie réwnania regresji uhat3
wzgledem uhat2:

uhat2 = —154, 635 uhat3
(—7,612)
T =57 R?>=0,5085 F(1,56) =57,938 & = 254,88

(statystyka ¢ w nawiasach)

Na zakonczenie cieszymy sig, ze nam wyszto. Wyrdzniona wartosé wspot-
czynnika jest réwna tej z pierwszego modelu.



Ponizej zapis sesji Gretla:

open /usr/local/share/gretl/data/data3-7.gdt
ols cost const age miles

ols cost const age

(* commands pertaining to model 2 *)

genr uhat2 = $uhat

ols miles const age

(* commands pertaining to model 3 *)

genr uhat3 = $uhat

ols uhat2 uhat3
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